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Vektorrum

Definition

Ett vektorrum ar en mangd V av vektorer med addition och
multiplikation med skalédr som uppfyller de rékneregler som vi
sett tidigare, dvs

> U+ (v+w)=(U+v)+w, uv,weV
> U+V=V+U, uveV
» u+0=u, ueV
» Foérallaue Vfinns —ue Vsaattu+ (—u)=0

» (ab)u = a(bu) ue V,abeR
» 1u=u, ueV
» (a+ b)u = (au) + (bu), ueV,abeR
» a(u+v) = (au) + (av), uveV,aeR



Exempel pa vektorrum

Nagra exempel pa vektorrum ar

» R", forn=10,1,2,...

» Ldsningsmangden till Ax = 0, fér matris A

» Mandgen av alla funktioner fran en méngd MtilR  (RM)

» Mangden av kontinueriga funktioner pa R eller pé intervall
[a,b] € R (C(R) resp. C([a, b))

» Mangden av kontinuerligt deriverbara funktioner pa pa R
eller pa intervall [a, b] € R (C'(R) resp. C'([a, b]))

» Ldsningsmangden till en linjar differentialekvation, tex
y'+y=0.

» Mangden av polynom av grad hégst n (Pn).



Underrum

Ofta behdver vi inte kolla om alla axiom fér vektorrum ar
uppfyllda eftersom var méangd ar en delmangd av ett vektorrum.

Definition
Ett underrum eller delrum U till ett vektorrum V &r en delmangd

som &r ett vektorrum med samma addition och multiplikation
med skalar.

Sats
U C V &r ett underrum om och endast om

»uvel = u+velU
»uclU,aeR = auel

Vi sdger da att U &r slutet under addition och multiplikation med
skalér.



Exempel pa underrum

Nagra exempel pa underrum ar

» Pn C Poom m < n-polynom av grad hdgst m &r ockséa
polynom av grad hégst n.

» C'la, b] C C|a, b] - deriverbara funktioner &r alltid
kontinuerliga

» Ldsningsmangden till Ax = 0 ar ett underrum till R” om A
ar en m x n-matris.

» Losningsrummet till differentialekvationen y” + y = 0 ar ett
delrum till C3(R).



Linjara avbildningar

Precis som for R" kan vi tala om linjara avbildningar mellan
vektorrum.

Definition

En avbildning (funktion) T fran ett vektorrum V till ett vektorrum
W ar en linjar avbildning om

>» T(u+v)=T(u)+ T(v),férallau,v eV,
» T(au)=aT(u),férallaac Rochallaue V.

Exempel

Nagra exempel pa linjara avbildningar ar
» D: C'[a,b] — Cla,b] dar D(f(x )): f'(x )
» T:Cla bl — C'[a,b], dar T(f(x)) = [ f(t



Skalarprodukt
Ibland kan vi ocksa inféra en skalarprodukt pa vart vektorrum
som goér det mojligt att mata avstand och vinklar.
Definition
Funktionen fran V x V' 1ill V (u, v) ar en skaldrprodukt om
> (u,v) =(v,u)
> (u+v,w)=(uw)+(v,w)
> (au,v) = a(u,v)
» (u,u) > 0 med likhet precis da u = 0.

Exempel

Pa vektorrummet C([a, b]) av kontinuerliga funktioner har vi
skalé@rprodukten

b
(f.g) = / f()g(t) c



Linjart oberoende och baser

Definition (Lnjart oberoende, bas, dimension)
Ui, Us,...,Uni V &r linjart oberoende om

ajy+ato+---+apuph=0 = a=a=---=ap=0.

Om vi dessutom kan skriva varje vektor i V som en

linjarkombination av uy, Us, . .., U, UtQdr dessa en bas for V.
Om V har en bas med n vektorer séger vi att V har dimension
n.

Exempel

Om A & m x n-matris och vi och Gausselimination ger k
kolonner som saknar ledande ettor kommer I6sningsrummet till
Ax = 0 att ha dimension k.

En bas uq, us, . .., ug far vi genom att skriva ldsngen som

X =Htuy + bl + -+ txUg

dar ty, b, ..., t ar reella parametrar.



	Allmänna vektorrum

